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Wechselwirkung neutraler Atome
und homoopolare Bindung nach der Quantenmechanik ',
Von YY. Heltler und F. London in Zirich.
Mit 2 Abbildungen. (Eingegangen am 30.Juni 1927.)

Dua Kritftespiel - zwischen ncutralen Atomen zeigt eine charakteristische quanten-
mechanische Mehrdeutigkeit, Diese Mehrdeutigkeit scheint geeignet zu sein, die
verschiedenen Verhaltungsweisen za umfassen, welche die Erfahrung liefert: Bei
Wasserslofl x. B. die Miglichkeit einer hombopolaren Bindung, bzw. elasti-
scher Rellexion, hei den Edelgasen dagegen nur die letztere — und zwar
dies bereits als Elfekte crster Nithernng von ungelihr der richtigen Grifle. Bei
der Auswnhl und Diskunssion der verschiedenen Verhaltungsweisen bewkhrt sich
des Pauliprineip auch hier, in Anwendung aul Systeme von mehperen Atomen.

Die Wechselwirkung zwischen neutralen Atomen hat der theore-
tischen Behandlung bisher erhebliche Schwierigkeiten bereitet. Wihrend
man sich von den Anziehungskriiften der Ionen geit ldngerer Zeit ein
einfaches Bild machen konnte, schienen die Verhiiltnisse bei neutralen
Atomen, insbesondere die Mdglichkeit einer nichtpolaren Bindung, auler-
ordentlich schwer verstiindlich, wenn man nicht zu sehr kiinstlichen Er-
kldrungen greifen wollte 2.

Die Entwicklung der Quantenmechanik hat fiir die Behandlung dieser
Probleme durchaus neue Gesichtspunkte geliefert: Zunichst ist in den
neuen ,Modellen* die Ladungsverteilung villig andersartig? als in den
Bohrschen Modellen (ndmlich Abklingen wie e~ r), was bereits ein ganz
anderes Kriiftespiel zwischen ,neutralen® Atomen nach sich ziehen wiirde.
Wesentlicher aber und entscheidend fiir das Verstindnis der zwischen
neutralen Atomen miglichen Verhaltungsweisen erweist sich ein charak-
teristisch quantenmechanisches Schwebungsphiinomen, welches nahe ver-
wandt ist mit den von Heisenberg aufgefundenen Resonanzschwebungen.
Wir werden am Beispiel zweier H-Atome (§ 1), sowie zweier He-Atome
(§ 3) diese Verhiitnisse studieren. Um das Resultat (§ 2) vorwegzu-
nehmen: Man erhiilt fiir die Wechselwirkungsenergie zwei LLtsungen:
sine, welche bei mittleren Abstiinden der Atome Anzichung, bei kleinen

1 YVorgelragen auf der Gauvercinstagung der Deutschen Physikalischen Ge.
scllschalt Freiburg i, Br., 12. Joni 1927,

9 Literatur hieriiber siehe etwa Haudb, d. Phys. Bd. XXII, 1926, Artikel
Herxfeld.

8 Die Korrespondenz xzwischen klassischen und qnantenmechanischen Grofen
bezieht sich bekanntlich nur anf die elcktrischen Momente, d. h. ant die Schwer-
punkte der Ledung, nicht nul die Ladungsverteilung selbst, welcher Unterschied
bei den iiblichen spektroskopischen Fragen nicht znm Austrag kommt.
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Abstinden Abstofung ergibt und welche fiir eine homiopolare
Molekiilbildung geeignet ist (bereits in erster Niherung, in welcher
von Stérungen durch Polarisation abzusehen ist). Diese Lusung ist jedoch
auf Grund des Pauliverbotes (§ 4) bei He im Grundzustand nicht erlaubt.
Fine zweite Lisung, welche bei He allein in Frage kommt, liefert
itberall AbstoBung (van der Waals' b-Kritfte).

§ I. Wechselwirkung zweier Wasserstofiatome. Wir stellen
uns die Aufgabe, die Energieiinderung zn bestimmen, welche zwei neutrale
Wasserstolfatome im Grundzustand erfahren, wenn wir sie auf die Ent-
fernung I (gemessen am Abstand der Kerne) einander nithern. Je-
nachdem, ob diese Zusatzenergic bei allmithlicher Annitherung der Atome
abnimmt oder witchst, entnehmen ' wir Anzichung oder Abstofung.

1. Wir bezeichnen die beiden Kerne, deren Abstand ein fiir allemal
fest und gleich 2 sei, mit ¢ und b, die beiden Elektronen mit den
Nummern [ und 2, endlich die Abstinde der Elektronen von den Kernen
und voneinander mit r, , ..., 1,

Die Wellengleichung unseres Problems — des 2-Wasserstoffatom-

prob(.’;ms —d lnutetd dann (mit dyy =4, + 4, = 00;,’ -+ d(:,’ + daz’.'
3

tomtopton )
8 . & 2 2 F

W=dyar + o (B~ —+;‘;—,——-,§|-—-,‘:—f—— M=o @

Wir interessieren uns fiir diejenigen Lisungen g, welche den Stsrungen
zweier ncutraler H-Atome im Grundzustand entsprechen, und demgemif
werden wir sie von den wohlbekannten Eigenfunktionen des Wasserstofi-
grundzustandes ausgehend approximieren.

Befindet sich das Elektron 1 am Kern @, so ist ihm die bekannte
Wasserstoffeigenfunktion . "
y(l) = -1_-(-1-0) hc— o ) ()

Vz\a
zuzuordnen, wobei a, den Bohrschen Bahnradius der 1,-Bahn bedeutet.
Das Argument 1 kennzeichnet die Koordinaten des Elektrons 1 im ¢-Raum,
wir schreiben es in Zukunit als Index also y, (eine Verwechslung mit

! Es ist nicht iberflissig, daraul hinzuweisen, daB der hierin angenommene
Zusammenhang zwischen wellenmechanischer Frequenz und mechanischer Energie
durchaus hypothetisch ist, denn wir wissen, dal gerade der Lorentzsche Kraft-
ansatz, der die Einwirkung des Feldes auf die Mnterie beherrscht, in der Quanten-
mechanik durch elwas ganz anderes, nimlich die Wellengleichung ersetst wird.
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)

dem Eigenwertindex ist nicht zu befiirchten, da wir stets Atome im
Grundzustand betrachten). Entsprechend bedeutet

1 71\ =
P =V;(;o) e O, (2)
dab das ecrste Elcktron sich am Kern b befindet. Die heiden Eigen-
funktionen (2) und (2') sind durchaus verschicden, wenn sie anch durch
eine cinfache Translation zur Deckung gebracht werden kinnen'; denn
sie spielen sich in verschiedenen Gebieten des Raumes ab.

Entsprechende Eigenfunktionen existieren fiir das Elektron 2:

1 1\ =22 | flyh oD 2n

Uy == v.,‘ (;'o) c M, Py = Vyz(ﬂo) ¢ fo, (2n)

welche besagen, daB das Elektron 2 sich am Kern a bzw. b befindet.

Die Eigenfunktionen (2 a) unterscheiden sich von den Eigenfunktionen (2)
und (2') nur im g-Raume.

2. Als ungestorte Eigenfunktionen werden wir diejenigen zu withlen
haben, welche Lesagen, daB ein® Elektron am einen, das andere Elektron
am anderen Kerne sich belindet. Wenn man diese beiden noch un-
gekoppelten Systeme als ein System zusammendenkt, hat man bekanntlich
das Produkt dieser beiden Eigenfunktionen als die gemeinsame Eigen-
funktion anzusehen. Das aber ist — je nach der Verteilung der beiden
Elektronen nuf die beiden Kerne — auf zwei verschiedene Weisen miglich.
Man hat zuntchst:

¥, @y (1 ist bei a, 2 ist bei b). (3a)
Mit demselben Rechte aber erhiilt man auch:
e, (2 ist bei a, 1 ist bei b). (3b)

Beide Moglichkeiten gehdren zu derselben Energie des Gesamtsystems
(doppelte Wasserstolfenergie). Es liegt ein Fall zweifacher Entartung
vor: Siamtliche Paare orthogonaler ILinearkombinationen von ¥, @,

und g, @,:

o a9, + 0¥, 9,

4
f = ci¥,p,+d¥%,9, e

! Man mige dementsprechend im folgenden stets im Auge behalten, dal
unsere Schlilsse unveriindert bleiben, wenn v und ¢ noch ihrer Gestalt nach ver-
schieden sind, wodurch unsere Uberlegungen sich sogleich aul ein wesentlich all-
gemcincres Anwendungsgebiet erstrecken lassen.

3 Die Moglichkeit einer Ionisation schlieBen wir hier zuniichst aus; inwiefern
das berechtigt ist, werden wir crst spiiter (§ 5) gzeigen.
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mit den Normierungs- und Orthogonalititsbedingungen
a5 4 2abS = 1,
A+d + 2edS=1, ©)
ac+bd 4 (@d+ b)) S = 0

" (wobei § = I ¥, @, i, dr, d7,) sind als ungestrte Eigenfunktionen des

Problems anzusehen.

3. Die exakten Eigenfunktionen der Differentialgleichung (1) gehen
aus ganz bestimmiéen Linearkombinationen (4) hervor, den Ligen-
funktionen ,nullter Naherung® und unterscheiden sich von letzteren nur
um eine kleine Stdrung v. Die Koeflizienten a, b, ¢, @ in (4) fur diese
Figenfunktionen nullter N#therung lassen sich nach bekannten Regeln
bestimmen. Zwar fehlt der Gleichung (1) der Charakter eines Stirungs-
problems, weil man kein Glied in der Potentialfunktion als ,St8rungs-
potential® abtrennen kann, aber die Methode zur Bestimmung der besagten
Koeffizienten und der Stérungsenergien ist gennu die gleiche, wie wenn
ein StUrungspotential vorhanden wire. Um die Rechnungen durch-
sichtiger zu macken, wollen wir von vorherein die richtigen und gemii6
(5) normierten Linearkombinationen wihlen (und ihre Richtigkeit nach-
triiglich verifizieren):

%
= Va1 25 (@ ps + ¥y 90
(49)
B = VZ 28“‘:‘% V1 9y
Fur dic gestorten Eigenfunktionen werden wir jetzt anzusetzen Laben:
= o+ g,
e } ©)
1= B+t

Mit diesem Ansatz gehen wir in die Gleichung (1) ein, und berilcksichtigen,
daB die Funktionen ,, ¥, @,, ¢, den vier Gleichungen geniigen,

4.9, + 8“”"(}' + )qp, gy |
A,w,+8“'"'(E + )w.— 0, )
4.%-!—8"’ (% +—)97.—0 | m
At S ek o,
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wobei E, = — 13,5 Volt den Eigenwert des Wasserstolfgrundzustandes

bedeutet. Mit der Bezeichnung
E,= E—2E,

(8)

fir die Eigenwertstérung erhalten wir aus (1) die beiden Differential-

gleichungen fiir v, und v;:
2

VEFE8L ) + (B — i — ) (419 + 490

13
1

+(f7+‘—)w,qo.+ —+
Y2 ’SL("(?) +(I" —i"-—)(¢1¢:_"sq’x)

[
'01 o,) 1P — "5,

)dw-

== 0,

—) “Wor=0 (9%)

CF:)

Damit diese in v inhomogenen Glelchungen fiir einen Eigenwert F
der homogenen Gleichung ftiberhaupt lésbar sind, ist zu verlangen, daB
die Inhomogenitiiten aul simtlichen Eigenfunktionen der homogenen
Gleichungen, also auf 7, und 5, die zum ‘gleichen Eigenwert E gehéren,

orthogonal stehen.

Man findet zundchst, daB die Inhomogenitit von (9«) schon ortho-
gonal auf § und die Inhomogenitit von (9 §) orthogonal auf e steht (bis
auf vernachlissigbare GroBen). Damit ist die Richtigkeit des An-
satzes (4a) verifiziert. Die beiden anderen Forderungen:

Inhomogenitit (9 e) | auf e,
" op L - B

liefern die beiden Eigenwertstérungen

Ee=E\—=713

Ey = E, +—
mit folgenden Bezeichnungen:

1—S

E,, =.[[(—6: +§)¢l’¢a’;—¢;¢‘a_(§l+

Yia

g | a\Yles
B i L
E _j'(‘Ze 2.8 .
IS N R Yo, Tay 75 T

= I"l Py ¥ @y dr,d7,.
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E”S—E,, A

) 1+
!

&\ v 9
rb,) 2

E\V, P, Vs Py

2

L LY j r — (6 ~Ep)

dr,dr,,

(1)
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§ 2. Diskussion des Resultats. 1. Wir erhalten also zwei
Stirungsenergien entsprechend den Ansitzen (ba):

T E“S—-E“
e B0 =113
1
gehort zu ‘;2_—.{__)6 (¢, @y + Yo ,) (symmetrisch in 1 und 2),
; . E .S—FE
Lf’=j"|1+ —l-_‘l—s 19

1
gehort zu it—z—_—é_:s (¥, Py — ¥, @,) (antisymmetrisch in 1 und 2).

Es ist ein mit klassischen Begriffen nur sehr kiinstlich zu be-
schreibendes Ergebnis, da8 zwei neutrale Atome auf zwei verschiedene
Weisen miteinander wechselwirken konnen. Von einem wirklichen Ver-
stindnis dieses Sachverhaltes sind wir wohl noch weit entfernt. Aber es
ist wiinschenswert, sich wenigstens dariiber klar zu werden, wie diese merk-
wiirdige Zweideutigkeit mathematisch zustande kommt. Das Wesentliche
ist offenbar, daB das Problem urspriinglich zweifach entartet ist (1 und 1b),
enteprechend den beiden Moglichkeiten, die Elektronen den neutralen
Atomen zuzuordnen . Die Aufhebung dieser Entartung knilpft sich, wie

! In der klassischen Mechanik ist dieses Problem nicht entartet: Es
gehirt zwar zu den beiden Elektronenanordnungen derselbe Fnergiewert. Aber
das Kriterium viner Entartung der klassischen Mechanik ist nicht K, — E;, = 0,

sondern » E‘}‘—!—"'— — 0 (eine ,Nachbarschaftshezichung* hinsichtlich der Wirknngs-
Ve

varinblen /). Tatsiichlich haben aunch die Elektronen in diesem Falle ihren vollen
Periodizitiitsgrad.  Erst wenn die Energie ansreicht, dic zwischen den
heiden A'omen belindliche Potentialschwelle zu éberwinden (oder bei hinreichender
Aunnitherung der beiden Atome), hat E, — E, = 0 jetzt % = 0 zur Folge und
das Problem ist entartet. Dabei beschreiben die Elektronen jetzt Bahuen um beide
Kerne und tauschen sich stiindig aus. In der Quantenmechanik tritt diese Fall-
unterscheidung nicht auf (vgl. F. Hund, Z8. [. Phys. 40, 442, 1926). Bei noch so
grober (endlicher) Potentinlschwelle hesteht dementsprechend stets eine gewisse
Wahrscheinlichkeit fir einen Austausch der Elektronen. Wihrend es in der
klassischen Mcchanik eine Moglichkeit gibt, eine Etiketticrung an Elektronen fest-
zahalten (man lege jedes Elektron in eine hinliinglich ticfe Potentialmulde und
halte grifere Energiczufuhr fern), ist etwas Entsprechendes in der Quanten-
mechanik unméglich: Wenn man auch in einem Augenblick ein Elcktron in einer
Potentialmulde weil, nie ist man sicher, oh es sich nicht bereils im niichsten
Aungenblick mit einem anderen ausgetauscht hat. Daher ist eine Statistik, welche
prinzipiell von einer Individualisierung der Elektronen absieht und nur ihre zahlen-
milize Vertcilung auf die Zustinde beriicksichtigt, wie die Bose- oder Fermi-
statistik, den quantenmechanischen Beschreibungsmiglichkeiten so ungemein an-
gepalt.
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man sus (10) ersieht, an das Nichtverschwinden der Eigenfunktion des
Atoms @ am Orte des Atoms b und umgekehrt (anderenfalls wire ¢, p, =0
und folglich E,, = 0 und S = 0); das aber besagt, daB eine endliche
Wahrscheinlichkeit fir das Elektron von a bestehen muB, dem Atom b anzu-
gehsren. Das exponentielle Verhalten von ¢ und ¢ erfilllt tatsichlich diese
Bedingung stets. Man wird die Grofe 1/h (Eg — F) als die Frequenz zu
deuten haben, mit welcher im Mittel ein Austausch der beiden Elektronen

s 2
erfolgt. Fir grofe Entfernung nimmt diese Differenz wie :—e_ak ab,
so daB weit entfernte Atome BuBerst selten! in Austausch tr;ten.

Das ganze Phiinomen iet nahe verwandt mit dem von Heisenberg
behandelten quantenmechanischen Resonanzphiinomen. Withrend aber bei
Resonanz die Elektronen verschiedener Bewegungsstufen einer und
derselben Eigenfunktionenreihe sich ihre Energie sustauschen,
treten hier Elektronen gleicher Anregungsstufe (gleicher Energie),
aber an verschiedenen Eigenfunktionssystemen (¢ und g), in Austausch
ihrer Orte. Dort ist das zweimnlige Vorkommen derselben
Sprungfrequenz charnkteristisch (Resonanzphlinomen); hier dagegen
ist von Resonanz nicht die Rede.

2. Wenden wir une jetzt zur quantitativen Diskussion der Wechsel-
wirkungsenergien (10). Schon ohne die auftretenden Integrale auszu-
werten, 186t sich sagen: Das Vorzeichen von E,,§—F,, ist stets
positiv. In einem Sturm-Liouvilleschen Eigenwertproblem beliebig
vieler Dimensionen mit homogenen Randbedingungen besitzt diejenige
Ligenschwingung, die keinen Knoteun hat, den tiefsten Eigenwert.
Jede andere orthogonale Eigenschwingung hat Knoten und einen
hioheren Eigenwert. Nun ist aber offenbar die Lisung o knotenlos,
withrend § als antisymmetrische Eigenfunktion immer einen Knoten
besitzt. Es ist also Eﬁ > E,. (12)

Die Bedeutung von E,, ist sofort aus (11) ersichtlich: Es ist die
rein Coulombeche Wechselwirkung der vorhandenen Ladungsverteilung.
Die Ausrechnung ergibt
& —Rfa, 5 B8R 1R

(R )

B, A= —e¢ 0
11 ao

(13)

1 _Grofie* Entferpungen sind bereits die mittleren gaskinetischen Abstinde
(3,3 .10~7 cm); bei ihnen ist die Periode eines Austauschs von der GriBenordnung

o 2 g5.10-7 : : .
4 A eB ~ 1080 Jahre; dagegen bei den Abstinden im Kristallgitter

{~ 8.10°8 ¢m) dapert ein Austausch 10710 sec. . y
Zeltschrift fir Phyelk., Bd. XLIV.

® /
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Den Verlauf zeigt dic mittlere Kurve in Fig. 1. R ist in Einheiten von
a, = 0,032 A, die Energie in Volt anfgetragen.

Der iibrige Teil der Energien (11) 148t sich nicht so einfach deuten.
Die dort vorkommenden Integrale lieBen sich nicht alle auswerten. Man
berechnet:

R Ry R |
s=(1 E, BN
+ a,,+3a:)‘ o
U, P &l 2 a8 & 2
I : '._,?‘)'?i!(;a:"'r.’ r—b"l‘a—ji‘ dr,dz, ¢ (14)
2t 9R AW - g
=—(trtgrti)d * %8

withrend wir fiir das fehlende Integral @ber 1fr,, nur eine obere Girenze
erhielten'. Es ist

T 1y 9.2 _2R

! “—'i’:ll':’-'-"i!dxlaz, < 2—0% (1 + 2 4 3‘%) e @, (Lb)

Mit dieser oberen Grenze ergeben sich die Kurven F, und %, in Fig. L.

Ej zeigt bestindig AbstoBung; K, zeigt in groSer Entfernung An-

zichung, dann ein Minimum ungefithr bei R = Ja, und in kleiner Eut-

fernung AbstoBung. Die hier auftretende nichipolare Anziehung zeigt

gich als charakteristisch quanten-

http://www.quantum-chemistry-history.com/Heitler_London_Dat...

d mechanischer Effekt. Sie kommt

& bereits zustande obne DBeriick-

% sichtigung der Stérungen durch
§’ Polarisation. Es ist auch be-
3;1‘ merkenswert, dal dic Abstofung
o Ep wic man sicht, zam griGten
o Teil ebenfalls auf diesem quanten-
'Ef mechanischen Effekt, nicht auf der
_: Coulombschen Wechselwirkung
iy (E,,) beruht.

3 Die physikalische Bedeutung

Fig. 1, Polential zweies neutraler JleAtome.
(¥4 = hombopolire Anziehung,
8‘1 = clastische Reflexion.}

der beiden Lysungen, hehaupten
wir, ist folgende: Die antisym-
metrische Losung mit der Wechsel-

wirkungsencrgie Ej entspricht der van der Waalsschen AbatoBung
(elastische Reflexion) der beiden Wasserstoffatome. Ist aber & angeregt,

1 By handelt sich dabei um dis Bestimmung des Selbstpotent.iala_ einer
Ladangsverteilong aul konfokalen Ellipsoiden, welche viel komplizierter ist, als
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so konnen sich die beiden Wasserstoffatome zu einem homdopolaren
Molekill zusamnmenschlieBen, wobei das Minimum von ¥, die Gleich-
gewichtslage angibt. Wir werden ferner zeigen, daB bei der Wechsel-
wirkung zweier nichtangeregter Edelgasatome (§ 3) die Lisung, die der
Molekiilbildung entspriiche,. guantentheoretisch verboten ist. Die Be-
grindung dieser Behauptungen erfolgt in § 4

Die abgeschatzten Kurven ergeben ungefithr die Werte der betreffenden
atomaren Grofen: Atomdurchmesser, Dissoziationsenergie und
Trigheitsmoment des Molekils,. Was den durch die Abschiitzang
verursachten Fehler angeht, so beachte man, daB jedenfalls Fjg in Wirk-
lichkeit hoher, E, tiefer zu liegen kommt, wodurch also der typische
Chorakter der beiden Potentiale sich noch stirker ausprigen wiirde. Da
es nicht unser Ziel ist, moglichst genaue Zahlenwerte auszurechnen
sondern Einblick in die physikalischen Verh#ltnisse bei der homgopolaren
Bindung zu gewinnen. begniigen wir uns hier mit dieser Abschitzung.

§ 3. Wechselwirkung zweier He-Atome. Wir untersuchen
mit derselben Methode die Wechselwirkung zweier neutraler He-Atome.
Die beiden Kerne heifen wieder @ und b und seien in festem Abstand R
gehalten. Die Elektronen tragen die Nummern 1 bis 4. Flr jeden
Kern existiert eine Eigenfunktion, g ftir den Kern a, ¢ fiir den Kern b
welche jetzt aber Funktionen von je zwei Elektronen sind, und zwar
hat die He-Theorie von Heisenberg! gezeigt, daB die Eigenfunktionen
des He-Grundzustandes symmetrisch in den Ortskoordinaten der beiden
Elektronen sind. Durch Produktbildung je einer ¥~ und einer p-Funktion
entsteht eine Eigenfunktion (wir schreiben die Argumente wieder als
Indizes):

va.py GFEEFIFi=1234 (16)
des ungestorten Problems (weitgetrennte neutrale Atome). Durch Per-
mutation der vier Elektronen (wobei man beriicksichtigt, dab yx = thes

@ = @i ist) entstehen (;) = 6 neue Eigenfunktionen, die alle zum

gleichen Eigenwert gehoren. Sie lauten:

UL TR T 4T
$9Pier Via Prao (17)

VP Vs Pru-

die bekannte Dirichletsche Bestimmumg fur iholich gelegene Ellipsoide. In der
Abschitzong (15) warde das Ellipsoid durch eine Kugel mit der gleichen Gesamt-
ladung ersetzt.

1 W.Heisenberg, ZS. I. Phys. 88, 411, 1926.

10 of 19 23.9.2007 13:02 Uhr



W. Heitler and F. London: Wechselwirkung neutraler Atome und... http://www.quantum-chemistry-history.com/Heitler_London_Dat...

W. Heitler und F. London,

Die Elektronen des Heliumgrundzustandes miissen hu. )chtlich ihres Dralls
verschieden voneinander sein. Wir wollen die Bezeichnung so wihlen,
daB die Elektronen 1 und 3 von gleichem Drall sind, ebenso 2 und 4,
aber 1 und 2 verschiedenen Drall haben. Dann ist es nach dem Pauli-
prinzip ausgeschlossen, daB 1 und 3 bzw. 2 und 4 am gleichen He-Kern
sich befinden. Wir kinnen demzufolge zwei der sechs Eigenfunktionen (17)
von vornherein ausschliefen und uns auf

ViaPsor ¥ Pro }

(17a)
ViePasr Vas Pra

beschrinken. Die Wellengleichung fiir das 2-He-Problem lautet:

& 8atm (/4 I | 1 1 _
Sloa+ 5 (F-eGr B —a))] =0 0o

Sie ist symmetrisch in allen vier Elektronen. Wir haben auch
hier wieder kein Storungsproblem von der tiblichen Form, da sich ebenso-
wenig wie in § 1 ein St¥rungspotential abtrennen ld0t; wir entnchmen
aber der Symmetrie der Differentialgleichung, da8 die Eigenfunktionen
nullter Nilierung die gleichen sind, wie wenn ein kleines in den vier
Elektronen symmetrisches Storungspotential vorhanden wire. Wir
bezeichnen es mit 77. '

Mit dieser Hilfsbetrachtung knnen wir natiirlich nicht die Eigen-
werte erster Ordnung dem Sikularproblem entnehmen, wohl aber die
richtigen Eigenfunktionen nullter Ordnung, wenn dicse allein durch den
Symmetriecharakter der Dilferentialgleichung ausgezeichnet werden. An-
statt mit den Eigenfunktionen (17a) in das Sitkularproblem mit J/ ein-
zugehen, ist es praktischer von vornherein gewisse Lincarkombinationen
von (17a) zu bilden, niimlich (die Normierungsfaktoren lassen wir weg):

W, = V13 Pss + Vi Pra D, = V3 Pyy — Vi Panr ] (17h)
Ty = Py, Pas 1~ Vas Pra Dy = ¥ Pys — Va5 Proe

Mit diesen Eigenfunkiionen verschwinden alle Matrizenelemente der
Form

jmmbd: = 0,

denn I W ist symmetrisch, ¢ dagegen antisymmetrisch hinsichtlich eines
Austausches von 1 mit 3 und zugleich 2 mit 4, das Integral ist aber
gegentiber einem Austausch der Integrationsvariablen unempfindlich, es
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muB also verschwinden. Weiterhin treten in dem Sikularproblem folgende
Matrizenelemente auf:

[HWlar = [H¥}de = H,,,
(1w, w,dc = 1,
fuolar = [Ho}dr = K,,,

[H®,@,dc=o0.

Das Stiikularproblem vierten Grades fiir die Stdorungsenergien E
lautet dann: .

v, P, ®, @,
¥, | H,—E H,, 0 o |
w,| H, H,—E 0 0 o
@, 0 0 K,—E 0 et
@, 0 0 0 K,—E

Man erhilt einen zweifach entarteten Eigenwert K, , vnd zwei nicht
entartete Eigenwerte:
E, =H,,+ H,,,
Eﬂ = H,, — H,,,
E
E:} = K,,.
Dazu findet man nach bekanntem Verfahren die Eigenfunktionen
nullter Ordnung:

(19)

=T+ = ¥, @5 + V3, P12+ V14 Pas T ¥s3 P10
=T —y = ¥3P5; + V3:P1a — ¥14Pas — V03 P10 (20)
y =, = U19P54 — V5 Proy

6 =, = Vi Pas — Vs Pra

Aus demselben Grunde wie beim 2-Wasserstoffproblem mul E, der
ticlste Eigenwert, infolgedessen 2,4 <C 0 sein; denn zu FE, gehdrt die
knotenlose symmetrische Eigenfunktion «. Wir werden indes im folgenden
Abschnitt zeigen, daB dieses o, welches energetisch eine Molekiilbildung
ermiglichen wiirde, bei neutralem He quantentheoretisch nicht zuldssig
ist, daB vielmehr von den vier Lsungen (20) einzig § auftreten kann,
welche wieder elastische Reflexion bedeutet.

§ 4. Pauliprinzip und Molekiilbildung. 1. Wie man sich leicht
iiberzeugt, gehoren unsere Liosungen (4a) bzw. (20) Systemen an, welche
nicht miteinander kombinieren?. Dieser Umstand ertiinet die Moglich-

! Sie unterscheiden sich darin von einem #hnlichen, kérglich von F. Hund,
ZS. 1. Phys. 40, 742, 1927, untersuchten Falle, niimlich dem Zweizentrenproblem
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keit, das Pauliprinzip, welches sich bei der Diskussion der Elektronen-
konfigurationen der Einzelatome so bewkhrt hat, in einem erweiterten
Sinne auf das System zweier in Wechselwirkung stehender Atome an-
zuwenden, um eine engere Auswabl der quantentheoretisch erlaubten
Verhaltungsweisen zweier Atome zu erzielen.

Folgende Formulierung dieser Vorschrift ist fiir unsere Zwecke aus-
reichend ': Die anserwithlten Eigenfunktionen des Systems sollen bei

- wechseln
v e . g - &Lt e - M
ertauschung zweier Elektronen ihr Vorzeichen beibehalton’ wenn die
. gleichen ; =
beiden Elektronen it 2 oo Drall baben. (Eine sogenannte ,Eigen-

funktion des Dralles* ist hierbei micht zu beriicksichtigen.)

2. Wir wenden diese Vorschrift auf die Ldsungen des §1 und 3
an. Fur Wasserstoif behult das symmetrische & bei Vertauschung von
1 und 2 sein Vorzeichen bei, f§ wechselt es. Bei « miissen nlso die beiden
Elektronen verschiedenen, bei § gleichen Drall haben. Da jedoch tiber den
Drall getrennter Atome keine Einschrinkung besteht, ktnnen beide
Lssungen vorkommen — je nach Zufall.

Fiir die Ldsungen (20) des 2-He-Problems aber wissen wir, dal
1 und 3 sowie 2 und 4 je gleichen Drall hatten, 1 und 2, sowie 3 und 4
dagegen verschiedenen. Der Vertauschbarkeit der Elektronen sind da-
durch von vornherein Grenzen gesetzt. Soll das einzelne He-Atom
existenzfiihig bleihen (Pauliprinzip, angewandt auf das einzelne He-
Atom), so darf man nur die Elektronen 1 mit 3 sowie 2 mit 4 vertauschen.
(Gegenliber jeder dieser Vertauschungen milssen die auserwithlten Ligen-
funktionen antisymmetrisch sein. Bei Vertauschung beider Paare
mub sie sich wieder (ohne Vorzeichenwechsel) reproduzieren. Die Eigen-
funktionen &, #, y, & gehen nun bei den genannten Vertauschungen Gber in

‘J' 1 mit 3 I 2mita JI LS
e +a o | +a
g -4 —8 + 8
B =4 +é —7
J | -7 +r -4

wmit cinem Elektron, bei dewr Lisungen von der Form ¢ -} v und ¢ — y auftreten,
welche mileinander kombinieren.

! Diese Formulierung des Paulipriorips iet nicbt ganz richtig. Aber eine
wirklich aligemeine Fassung desselbon ist bia jetzt micht beknnnt. Wir verweisen
auf die Arbeit von W, Heisenberg, 28. I. Phys. 41, 239, 1927, sowie beaonders
auf bald erscheinende Qberlegungen von F. Hund.
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Wir sehen also, daB bei He einzig die Lésung § den Forderungen
genligt. Zu ihr aber gehtrt der hghere Eigenwert. Wenn wir die
Verhaltnisse beim Wasserstoff hier tibertragen, so haben wir fir die Ab-
hiingigkeit der Wechselwirkung von R die obere Kurve Eg von Fig. 1,
welche stets AbstoBung ergibt, anzunehmen. N#here Diskussion zeigt,
daG sie ungefihr die richtige Grole des gaskinetischen He-Radius liefert.
Die auBerordentliche Einschriinkung, die wir hier beim He finden, hat
ilren Grund ersichtlich darin, da8 2 He-Atome (und dasselbe gilt fur
alle Edelgase) sich hinsichtlich ihres Dralls nicht unterscheiden kinnen
— im Gegensatz zum Wasserstoff (und allen Atomen mit unabgeschlossenen
Schalen) —, wodurch 2 He-Atomen nur eine einzige Verhaltungsweise
moglich ist.

3. Wir wollen jetzt moch zeigen, welche von den so ausgeschiedenen
Lisungen eine Molekulbildung gestatten. Folgende Charakterisierung
eines Molekills scheint fiir eine weite Klasse von Filllen das Richtige zu
treffen!: Die Konfiguration derjenigen Elektronen, welche an der Bin-
dung der Molekel beteiligt sind, soll adiabatisch (d. h. ohme Qua.nben-!
spriinge) in eine nach dem Pauliprinzip erlaubte Konfiguration eines }
Atoms fiberfilhrbar sein.

Man sieht sofort, die Lisung ¢ von Wasserstoff ist in diesem Sinne
einer Molekillbildung fuhig®: Durch adiabatisches Zusammenriicken der
Kemne wiirde der Grundzustand eines He-Atoms (1'S) resultieren. Tat-
sichlich zeigt E, (Fig. 1) starke Anziehung, — die Gleichgewichts-
lage entspricht demn normalen Zustand der H,-Molekel.

Die Lésung § von Wasserstoff tritt, wie wir sehen, ein, wenn die
beiden Elektronen gleichen Drall haben. Bei der Uberfibrung in einen
He-artigen Zustand wilrden zwei Bquivalente Bahnen mit gleichem Drall
resultieren. Diese sind aber ausgeschlossen. (Es wire dies der tielste
Zustand des Triplettsystems (12S), der nicht vorhanden ist, und der bei
der Avffindung des Pauliprinzips eine so grofe Rolle gespielt hat.] f kann
also nicht zur Molekillbildung fihren — und sozusagen als die Wichter
des Pauliverbots selien wir eine betrichtliche AbstoBung jede Anniherung
verhiiten.

Die Losungen e, 8, 9,  bei He konnen simtlich keine Molekiil-
bildung Lewirken, denn es wiirden dann vier Elektronen in einer H-Schale

|
I
|
!
'
|
!
1
|

! Wir lehnen uns dabei an die Uberlegungen von H. G. Grimm wund
A. Sommerfeld, Z8. . Phys, 86, 38, 1928, sowie F. Hund, l. c., 0.
2 Sie muB natlrlich nicht zur Molekélbildang ftihren. Wann daa eintritt,
hiéngt von den Anfangsbedingungen ab.
y r ! / N - 4 .
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sich- befinden, das aber ist ausgeschlossen. Wohl aber whre es durchaus
mbglich, mit angeregten He-Atomen eine existenzfihige Schale zu bilden,
bei diesen wiren melirere gegenseitige Verbaltungsweisen je nach dem
vorliegenden Drall durchaus gegeben, und in diesem Sinne wird man
das Vorhandensein sehr unstabiler He,-Molekiile u. a. zu verstehen haben.

4. Die Uberlegungen des vorigen  Abschnittes werden unvollkommen
erscheinen, solange nicht gezeigt ist, dal die Anziehungskriifte, welche
zur homdopolaren Molekillbildung fithren, erlsschen, sobald die vor-
bandene chemische Valenz ahgesiittigt ist.

Man tiberlegt sich leicht, daB zwischen zwei Systemen, die sich hin-
gichtlich ihres Elektronendralls nur in einer einzigen Weise relativ zu-
einander einstellen kdnnen (wie wir z. B. bei He sahen), nur eine Eigen-
schwinguog vom Typ f# bestehen kann, welche einen Knoten hat, und
man wird demzufolge wie bei He hier stets AbstoBung erwarten. Dieser
Fall tritt ersichtlich immer dann bereits ein, wenn wenigstens eines
der Systeme eine abgeschlossene Schalenkonfiguration -hat, also z. B. bei
H, + H, He + H, H, + H, usw. Die Unmbglichkeit, H,-, H,-, HeH-
Molekiile aus den unangeregten Atomen zu bilden, geht im iibrigen
bereits aus der Platzbeschrinkung in der X -Schale hervor.

§ 6. Wasserstoff und Ionenbildung. Unsere Uberlegungen im
ersten Paragraphen konnen insofern nicht vollstindig sein, als der Mglich-
keit der Ionenbildung nicht Rechnung getragen wurde. Wir hatten dort
in unseren Ansiitzen den Ausgang genommen von den Funktionen (3):

¥, @y bzw. ¥, 9,

welche fiir jeden Kern je ein Elektron vorsehen, — entsprechend unserer
Fragestellung nach der Wechselwirkung neutraler Atome.

Wenn wir uns jetzt Iur die Wechselwirkung zweier H-lonen (H*
und H™) interessieren, werden wir die Konfigurationen zweier Elektronen

am gleichen Kern:
& Vu ¥y bzw. 9, 9y, 21)

zu beriicksichtigen haben, die wir bisher nicht beachteten. — Man kinnte
meinen, dafl diese Vernachliissigung zu Unrecht geschah, da die Eigen-
funktionen (21) zum gleichen Eigenwert gehdren, wie die von uns bisher
allein benutzten (3), dab wir also von einer vierfachen Entartung auszu-
geben hitten.

Das ist indes nicht richtig: Auch fiir weit getrennte Ionen sind die
sehr betrichtlichen Stérungen der beiden Elektronen untereinander
von vornherein mit zu beriicksichtigen, wenu beide Elektronen am gleichen
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Kerne sich befinden (analog den Stbrungen im He-Atoml). Wir erhalten
fiir getrennte lonen statt der 2 E, (— 27 Volt) der neutralen Atome eine
um die Ionisierangsarbeit (13,8 Volt) hohere Energie (korrigiert um den
Betrag der Elektronenaffinitat, der aber nur sehr geringfiigig ist. Als
Eigenfunktionen sind dementsprechend sogleich statt (21) He-artig ge-
storte Funktionen zu benutzen: '

¥, 2W. @y,

welche jedenfalls in 1 und 2 symmetrisch sind und sich nur der Lage im
g-Raum, nicht der Gestalt nach unterscheiden.

Berlicksichtigen wir jetzt die Stérung des He-artigen Ions H™ durch
das H*, so erhalten wir wegen des Symmetriecharakters der Wellen-
gleichung (1} in @iblicher Weise
als Eigenfunktionen nullter Ord- . |
nung (obne Normierung):

o =t Pl
B = tya— |
Bei gegenseitiger Ann&herung
der beiden Ionen werden die zn-
gehtrigen Eigenwerte E2 und Ef

zuntichst abnehmen, ungefihr wie
2

das Tonenpotential — % (Fig. 2).

Hierbei wird E7, als zum knoten-
losen o* gehbrig, stets tiefer als EF
sein. Der Unterschied Ef — Eg
ist proportional der Frequenz des
Austauschs der lonenladungen. 2
Solange die Eigenwerte Eg DX ledupchmn (2 KBl

und Ef nicht in die Nihe unserer et it d.Tg:‘t';:l;' T
Energiekurven von §2 (sie sind

in Fig. 2 noch einmal eingezeichnet’) kommen, sind die Rechnungen des
§1 als Stdrungen des Eigenwertes 2 E, = — 27 Volt aufzufassen und
picht zu beanstanden. Etwas Neues tritt aber ein, wenn die neuen
Kurven den alten sehr nahe kommen. ¥tr diess Werte von B wird der

1 Aul Grand der nachlolgenden Uberlegungen sishen wir die hier angegebeno
Zuordnung der Terme der von F. Hund, I c., Fig. 12, vorgeschlagenen vor, denn
aus don Dberlegungen des §4 goht hervor, da durchaus nicht alle Zastinde des
2-H.Problems in Zustinde der Hy-Molekel, gnchweigf (les He fibergehen.

16 of 19 23.9.2007 13:02 Uhr



W. Heitler and F. London: Wechselwirkung neutraler Atome und...

17 of 19

470 W. Heitler und F. London, )

betreffende Eigenwert mehrfach, man hat Entartung, die ,richtigen®
Eigenfunktionen nullter Ordnung werden dann gewisse Linearkombi-
nationen der Eigenfunktionen vor dem Schnittpunkt, welche sich
durch ein Sikularproblem ergeben. Die Rechnungen des § 1 wiiren
also zu beanstanden, wenn sich bei dieser Gelegenheit andere Linear-
kombinationen ergeben wiirden, als die dort benutzten. Das wollen
wir jetzt priifen.

1. Zuerst werden T und eventuell auch Lﬁ die obere der beiden
Energiekurven Fj schneiden. Da &* und $* symmetrisch, dagegen g anti-
symmetrisch in 1 und 2 ist, welche Symmetrieverhiiltnisse auch bei be-
liebig groller Stérung wegen der Symmetrie der Differentialgleichung in
1 und 2 nicht verlorengeht, so verschwinden die Matrizenelemente der
»Stoérungsenergie ! I, die in den Sikularproblemen auftreten:

[Ha* Bz, dr, =0,
[up*pdr dzr,=o.

-Das Siikularproblem am Schnittpunkt von EJ mit Ej lautet also:

Illa"dt—E 0

= 0.
0 [Hpaz—E )

Ein gleichartiges Sikularproblem erhiilt man fiir den Schnittpunkt
von K3 mit Es Hieraus geht hervor, daB die siikularen Eigenwerte die-
selben sind wie die urspriinglichen, und weiterhin, dal die Eigen-
funktionen sich unvermengt durchdringen, ohne Linearkombi-
nationen zu bilden®

2. Sodann wird «* sich mit « auseinanderzusetzen haben. Wiirde
2
man nur das Ionenpotential — % beriicksichtigen, so wiirde E; die Null-

achse bei R — 2a, schoeiden (Fig.2, punktierte Kurve). In diesem
Bereich befindet man sich aber bereits merklich im Innern der Ladungs-
wolke (sie ist fiir H™ wesentlich ausgedehnter als fir H), und demzufolge
wird dort allmiihlich die [onenanziehung aufhiren und einer Abstofung

! Ober diese Funktion H siche das in § 3 Gesngte.

3 Physikalischer kann man diese Unvermengbarkeit von £ mit a* und A%
vorausschen, da B gleichgerichteten Drall, a* und f* (ndmlich symmetrische He-
Grundgustand-Konfiguration!) ungleichen Drall haben; wenn swischen zwei Atomen
die Konfiguration # besteht, kann also nicht =zugleich a* oder #* sein. Eine
Linearkombination von # mit a* ader #* wiire ganx vnverstiindlich,

http://www.quantum-chemistry-history.com/Heitler_London_Dat...

23.9.2007 13:02 Uhr



W. Heitler and F. London: Wechselwirkung neutraler Atome und... http://www.quantum-chemistry-history.com/Heitler_London_Dat...

Wechser. _luug neutraler Atome und homdopolare Bindung. 471

Platz machen?. Man iiberlegt sich leicht, da auch bei Berticksichtigung
der Austauschglieder die beiden Kurven EZ? und E, in der Gegend des
Minimums von E, sich noch fernbleiben (Fig. 2, die ausgezogene Kurve EZ
ist nur ganz qualitativ). Die Linearkombination von &« mit * wird dem-
gemd8 in der Gegend von R = 24, noch schwach sein — man kann sie
als Stsrung der Eigenfunktion ¢ auffassen. Es wird deshalb berechtigt
sein, F, ohne Beriicksichtigung der Linearkombination mit EZ zu be-
. rechnen, und gerade dadurch wird das Molekill als ,vorwiegend
homyopolar charakterisiert. EZ hat seinerseits irgendwo ebenfalls ein
Minimum; an dieser Stelle wire also Platz fir eine polare Molekel.
Insofern mber dieses Minitaum kein absolutes Minimum ist, und insofern
es auf adiabatischem?® Wege in das uns bekannte absolute Minimum {iber-
gehen kann, wird man mit Recht sagen, daf die polare Molekiilbildung
nicht die stabile Konfiguration der beiden H-Atome im Molekiil darstellt.
Bei einer Trennung der Molekel ohne gleichzeitige Anregung wird man
daher mit groBerer Wahrscheinlichkeit erwarten, zwei neutrale Atome zu
finden. In welcher Weise die beiden Ldsungen « und u® linear kom-
binieren, 146t sich ohne eingehendere Untersuchung nicht voraussehen.

Die Lusung fB* schlieBlich (antisymmetrisch in @ und @) wirde
ungestort die Losung o auf Grund derselben Uberlegungen wie oben
durchsetzen. Vermutlich kommt es aber gar nicht dazu. Zur Molekul-
bildung kommt B* wegen ihrer Nichtiiberfihrbarkeit in eine He-Kon-
figuration — sie hat zwischen den Kernen einen Knoten — nicht in
Betracht.

Wir mochten glauben, dal die hier aufgefundenen Kategorien von
Entartungen und Symmetrieverhdltuissen typisch sein dirften fiir einen’
groBen Bezirk der Tatsachen, welche mit den Wechselwirkungen von
Atomsystemen untereinander, vor allem mit den Diskontinuititen ihrer
chemischen Verhaltungsweisen im Zusammenhang stehen ®.

1 Das Vorhandensein einer [onenabstoBung [liir kleinere Entlernungen (bei
Zugrandelegung der quantenmechanischen Ladungaverteilung) haben unabhiingig -
bereits [.. Pauling, Proc. Roy. Soc. (A) 114, 181, 1027, nnd A. Unedld, ZS. I,
Phys. (im Druck), bemerkt.

% Das Wort ,adiabatisch* ist hier micht ganz am Platze, da die Oberfdbrung
durch einen Punkt der Eotartung hindurchgeht.

! Man wird sich fiberlegen, uh das Austanschphinomen, welches fir die
Wechselwirkung von Atomen so malgehend ist, sich noch in anderen Gebieten der
Physik bemerkbar macht. Wir michten hier mul gweierlel hinweisen. Bei den
StoBprozessen bringt der Austausch von StoB- uwnd Atomelektron die Myglich.
keit mit mich, nuch Quantenspriinge gwischen optisch nicht kombinierenden Term-

/- S
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Herrn Prof. Schrédinger michten wir von Herzen danken fiir das
liebenswiirdige, fordernde Interesse, mit welchem er unsere Arbeit be-
gleitet hat. Dem International Education Board danken wir, dal er es
uns ermdglicht hat, hier in Zirich zu arbeiten.

Ziirich, Physikal. Institut der Universitit, Juni 1927.

systemen nnzuregen (z. B. 1'§— 2% 8 bei He). Nach der Bornschen Theorie
gind solche Uberginge nur auf Grund der minimalen magnetischen Wechselwirkung
moglich. Bei der Deutung des Kraftgesetzes der Atomkerne, welches sich
in den Streaversnchen mit a- oder H-Teilchen bemerkbar macht, wird man als
cinen wesentlichen Finflub den Austausch mit Kernbausteinen zu beriicksichtigen
haben.
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